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 เฉลยขอที ่3 
ตอนที่ 1 เลนสแรงโนมถวง                                                      [7.8 คะแนน] 

3.1 SOLUTION 

เขียนมิติของมวล 𝑀𝑀 ถูก (𝑀𝑀) 

เขียนมิติของ 𝑐𝑐 ถูก (𝐿𝐿 𝑇𝑇−1) 

เขียนมิติของ 𝐺𝐺 ถูก (𝐿𝐿3 𝑀𝑀−1 𝑇𝑇−2) 

ดัชนีหักเหแสงเปนปริมาณท่ีไรมิติ หรือ ไมมีหนวย        

แทนหนวยลงในสมการ    

𝑛𝑛 =  1 +
2𝐺𝐺𝑖𝑖𝑀𝑀𝑗𝑗  

𝑟𝑟𝑐𝑐𝑘𝑘
 

จะไดระบบสมการ 

3𝑖𝑖 − 𝑘𝑘 = 1 
𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 

2𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 

แกสมการไดคา 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 = 1 และ 𝑘𝑘 = 2 

 

3.2 SOLUTION 

ใชพิทากอรัส จะสามารถเขียน  ℓ1 = �𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑12 + �𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑22 

ใชการประมาณ Binomial   

ℓ1  ≈  𝑑𝑑1 �1 +
1
2
𝑦𝑦2

𝑑𝑑12
� + 𝑑𝑑2(1 +

1
2
𝑦𝑦2

𝑑𝑑22
) 

จัดรูป      

ℓ1  ≈  𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2 +
𝑦𝑦2(𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2)

2𝑑𝑑1𝑑𝑑2
 

 

 

3.3 SOLUTION 

ใชนิยาม  𝑛𝑛 = 𝑐𝑐 𝑣𝑣⁄   และ 𝑣𝑣 = 𝑑𝑑ℓ 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄  

จะได       

𝑑𝑑𝑑𝑑 =  
𝑛𝑛𝑑𝑑ℓ
𝑐𝑐

 

3.4 SOLUTION 

แทน 𝑛𝑛 = 1 + 2𝐺𝐺𝑀𝑀 𝑟𝑟𝑐𝑐2⁄  ใน 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑛𝑛𝑑𝑑ℓ 𝑐𝑐⁄  แลวทําการอินทิเกรตจากจุด 𝐴𝐴 ไปยังจุด 𝐵𝐵  จะได   

𝑑𝑑  =   
ℓ1
𝑐𝑐

+
2𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐3

�
1
𝑟𝑟

 𝑑𝑑ℓ 

เนื่องจากเสนทางสามารถประมาณเปนเสนตรง เราสามารถประมาณ 

𝑑𝑑ℓ = 𝑑𝑑𝑑𝑑,          𝑟𝑟 = �𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑2 

ทําการใสขอบเขตของการอินทิเกรตจาก 𝑑𝑑 = −𝑑𝑑1 ไปยัง 𝑑𝑑 = 𝑑𝑑2 

ใชสูตรอินทิเกรตท่ีใหในขอสอบ  

𝑑𝑑  =   
ℓ1
𝑐𝑐

+
2𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐3

ln�
�𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑22 + 𝑑𝑑2
�𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑12 − 𝑑𝑑1

� 
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ใชการประมาณ Binomial �𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑22 + 𝑑𝑑2 ≈ 2𝑑𝑑2 

ใชการประมาณ Binomial �𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑12 − 𝑑𝑑1 ≈  𝑦𝑦2 2𝑑𝑑1⁄  

จะได      

𝑑𝑑  ≈   
ℓ1
𝑐𝑐

+
2𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐3

ln �
4𝑑𝑑1𝑑𝑑2
𝑦𝑦2

� 

 

 

3.5 SOLUTION 

นักเรียนตระหนักวาคานอยสุดเกิดเม่ือ 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑦𝑦⁄ = 0 

ทําการหาอนุพันธ  
𝑑𝑑ℓ1
𝑑𝑑𝑦𝑦

 =  
𝑦𝑦(𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2)

𝑑𝑑1𝑑𝑑2
,          

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑦𝑦

�ln �
4𝑑𝑑1𝑑𝑑2
𝑦𝑦2

�� = −
2
𝑦𝑦
 

แทนคาใน 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑦𝑦⁄ = 0 จะไดสมการ   

𝑦𝑦2 =
4𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐2

𝑑𝑑1𝑑𝑑2
𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2

 

3.6 SOLUTION 

จากรูป เราจะสามารถเขียน  𝑦𝑦 = 𝛽𝛽𝑑𝑑2 

แทน 𝑦𝑦 ใน     

𝑦𝑦2 =
4𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐2

𝑑𝑑1𝑑𝑑2
𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2

 

จัดรูป      

𝛽𝛽2  =  
4𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐2

𝑑𝑑1
𝑑𝑑2

 
1

𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2
 

𝛽𝛽 = �
4𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐2

𝑑𝑑1
𝑑𝑑2

 
1

𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2
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ตอนที่ 2 วงแหวนของไอนสไตน                                           [2.2 คะแนน] 

3.7 SOLUTION 

ทําการวัดรูป 3.4 (ข) ดวยไมบรรทัดและระบุจุดคูอันดับท่ีอยูบนขอบของวงแหวนโดยจุดคูอันดับควรอยูฝงตรงขามกัน 

ตัวอยางเชน 

 

   

 

จากรูปคูอันดับ ใชพิทากอรัสคํานวณหาระยะเชิงมุมของเสนผานศูนยกลาง 

คําตอบจะอยูในชวง  𝛽𝛽 = 1.05" ± 0.10" 

จากขอมูล คํานวณหา 𝑑𝑑1 = 2360 Mpc 

แปลงหนวย     

𝛽𝛽 =  
1.05
3600

×
𝜋𝜋

180
 rad 

แปลงหนวย     
𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2  =  3300 × 106 × 3.086 × 1013 × 103 m 

 

แทนคาใน 

𝛽𝛽2 =
4𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐2

𝑑𝑑1
𝑑𝑑2

 
1

𝑑𝑑1 + 𝑑𝑑2
 

เพ่ือหามวล  𝑀𝑀 = 3.546 × 1041 kg = 3.55 × 1041 kg  (ตอบ 2 ถึง 3 sf)  

ชวงคําตอบ 𝑀𝑀 = (3.55 ± 0.34) × 1041 kg 


