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 ขอที่ 3 [10 คะแนน] 
เลนสแรงโนมถวงกับกฎของแฟรมาต 

  ปรากฏการณเลนสแรงโนมถวงเปนหลักฐานชิ้นสําคัญท่ีใชทดสอบความถูกตองของทฤษฎีสัมพัทธภาพท่ัวไป ในขอนี้เรา

จะใชความรูของแสงเชิงเรขาคณติมาอธิบายปรากฏการณเลนสแรงโนมถวง  

 

ตอนที่ 1 เลนสแรงโนมถวง 

จากความรูเกี่ยวกับทฤษฎีสัมพัทธภาพท่ัวไป เราพบวาจุดมวล 𝑀𝑀 ทําใหกาล-อวกาศเกิดความโคง ซ่ึงเปนสาเหตุท่ีทําให

แสงเดินทางเปนเสนโคงเม่ือแสงเดินทางเขาใกลจุดมวล 𝑀𝑀 เราสามารถเขาใจปรากฏการณท่ีแสงเคลื่อนท่ีเปนเสนโคงไดโดยใช

หลักการเวลาท่ีสั้นท่ีสุดของแฟรมาต กลาวคือ 

แสงจะเดินทางตามเสนทางท่ีใชเวลานอยท่ีสุด 

โดยผลของความโคงของกาล-อวกาศนั้นใหผลเสมือนกับวาคาดัชนหัีกเหแสง 𝑛𝑛 ท่ีระยะหาง 𝑟𝑟 จากจุดมวล 𝑀𝑀 มีคาเทากับ 

𝑛𝑛 =  1 +
2𝐺𝐺𝑖𝑖𝑀𝑀𝑗𝑗

𝑟𝑟𝑐𝑐𝑘𝑘
 

เม่ือ 𝐺𝐺 คือคาคงท่ีโนมถวงสากล 

 𝑐𝑐 คืออัตราเร็วแสงในสุญญากาศ 

 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ,𝑘𝑘 คือตัวเลขชี้กําลัง  

ดังนั้นเม่ือแสงเดินทางเขาใกลจุดมวล 𝑀𝑀 จึงเกิดการหักเห 

 

3.1  จงหาเลขชี้กําลัง 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 และ 𝑘𝑘  [1.3 คะแนน]  

 

สมมติใหแสงเดินทางจากแหลงกําเนิดแสง ณ จุด 𝐴𝐴 ไปยังผูสังเกต ณ จุด 𝐵𝐵 โดยจุด 𝐴𝐴 นั้นอยูหางจากจุดมวล 𝑀𝑀 (ซ่ึง

อาจจะเปนกาแล็กซีหรือหลุมดํา) เปนระยะทาง 𝑑𝑑1 และจุด 𝐵𝐵 อยูหางจากจุดมวล 𝑀𝑀 เปนระยะทาง 𝑑𝑑2 ดัชนีหักเหแสงมีคา

เปลี่ยนแปลงเม่ือแสงเคลื่อนท่ีเขาใกลจุดมวล 𝑀𝑀 ทําใหเสนทางการเคลื่อนท่ีของแสงเปนเสนโคงจากจุด 𝐴𝐴 ไปยังจุด 𝐵𝐵 ดังท่ีแสดง

ในรูปท่ี 3.1 

 
รูปท่ี 3.1 
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เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของดัชนีหักเหนี้มีคานอยมาก รังสีของแสงท่ีเกิดการโคงเบนจึงเปนรังสท่ีีอยูหางจากจุดมวล 𝑀𝑀 เปน

ระยะทางนอย ๆ ดวยเหตุนี้นักเรียนสามารถทําการประมาณเสนโคงทางเดินของแสงเปนรังสีตรงท่ีเคลื่อนท่ีมาจากจุด 𝐴𝐴 และเกิด

การเปลี่ยนทิศทางทันที ณ จุด 𝐶𝐶 หลังจากนั้นแสงจะเดินทางเปนเสนตรงจากจุด 𝐶𝐶 ไปยังจุด 𝐵𝐵 ดังท่ีแสดงในรูปท่ี 3.2 โดยจุด 𝐶𝐶 

อยูหางจากจุดมวล 𝑀𝑀 เปนระยะ 𝑦𝑦 เม่ือ 𝑦𝑦/𝑑𝑑1 ≪ 1 และ 𝑦𝑦/𝑑𝑑2 ≪ 1 

 
รูปท่ี 3.2 

 

3.2  กําหนดให ℓ1 คือระยะทาง 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵 ท่ีแสงเดินทางจากจุด 𝐴𝐴 ไปยังจุด 𝐵𝐵                                            

จงเขียนและทําการประมาณ ℓ1 ใหอยูในรูปอยางงายในรูปของ 𝑑𝑑1 𝑑𝑑2 และ 𝑦𝑦 [1.4 คะแนน] 

แนะนํา: ใชการประมาณ (1 + 𝛿𝛿)𝑝𝑝 ≈ 1 + 𝑝𝑝𝛿𝛿 เม่ือ 𝛿𝛿 ≪ 1 

 

เพ่ือท่ีจะคํานวณหาเวลาท่ีแสงใชในการเดินทางตามเสนทาง 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵 เนื่องจากแสงเดินทางดวยอัตราเร็วไมคงท่ี การหา

เวลาท่ีแสงใชในการเดินทางสามารถทําไดโดยพิจารณาชวงเวลาสัน้ ๆ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ท่ีแสงใชในการเดินทางเปนระยะทาง 𝑑𝑑ℓ 

 

3.3  จงเขียนความสัมพันธระหวาง 𝑑𝑑𝑑𝑑 และ 𝑑𝑑ℓ [0.4 คะแนน] 

 

หากชวงเวลาท่ีแสงใชในการเดินทางจากจุด 𝐴𝐴 ไปยังจุด 𝐵𝐵 มีคาเทากับ 𝑑𝑑 โดยท่ี  

𝑑𝑑 =  
ℓ1
𝑐𝑐

+ �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

เม่ือ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) คือฟงกชันของ 𝑥𝑥  

ในการหา ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 นักเรียนสามารถทําการประมาณเพ่ิมไดวาเสนทาง 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵 นั้นเกือบจะเปนเสนตรง 𝐴𝐴′𝐶𝐶𝐵𝐵′ ท่ีมี

ระยะหางจากจุดมวล 𝑀𝑀 เปนระยะทาง 𝑦𝑦 เนื่องจาก 𝑦𝑦/𝑑𝑑1 ≪ 1 และ 𝑦𝑦/𝑑𝑑2 ≪ 1 ดังท่ีแสดงในรูป 3.3 

 

 
รูปท่ี 3.3 
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3.4  จงแสดงวา ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 ตลอดเสนทางการเคลื่อนท่ีของแสงมีคาประมาณ 
2𝐺𝐺𝑀𝑀
𝑐𝑐3

 ln �
4𝑑𝑑1𝑑𝑑2
𝑦𝑦2

� 

   [2.8 คะแนน] 

แนะนํา: นักเรียนอาจจําเปนตองใช 

1. การประมาณ (1 + 𝛿𝛿)𝑝𝑝 ≈ 1 + 𝑝𝑝𝛿𝛿 เม่ือ 𝛿𝛿 ≪ 1  

2. สูตรอินทิเกรต 

�
1

√𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑥𝑥  =   ln(𝑥𝑥 + �𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2) + 𝐶𝐶 

โดยท่ี 𝐶𝐶 คือคาคงท่ีของการอินทิเกรต 

 

3.5 จงหาระยะ 𝑦𝑦 ท่ีทําใหแสงใชเวลาเดินทางนอยท่ีสุดจากจุด 𝐴𝐴 ไปยังจุด 𝐵𝐵 (ตอบในรูปของ 𝐺𝐺 𝑀𝑀 𝑐𝑐 𝑑𝑑1 และ 𝑑𝑑2) [1.2 คะแนน] 
 

 

3.6  ผูสังเกตท่ีจุด 𝐵𝐵 จะสังเกตเห็นภาพปรากฏของแหลงกําเนิดแสงอยูท่ีระยะเชิงมุม 𝛽𝛽 (ในรูป 3.2) เทียบกับแนวเล็งท่ีผานจุด

มวล 𝑀𝑀  จงหาระยะเชิงมุม 𝛽𝛽 ในรูปของ 𝐺𝐺 𝑀𝑀 𝑐𝑐 𝑑𝑑1 และ 𝑑𝑑2     [0.7 คะแนน] 

 

ตอนที่ 2 วงแหวนของไอนสไตน    

  

รูปที่ 3.4 (ก) รูปที่ 3.4 (ข) 

รูปท่ี 3.4 (ก) แสดงปรากฏการณท่ีมีชื่อวา “วงแหวนของไอนสไตน” ท่ีมีชื่อวา MG1654+1346 โดยปรากฏการณนี้

เปนหลักฐานขอพิสูจนของเลนสแรงโนมถวง คลื่นวิทยุจากเควซารเกิดการโคงเบนเม่ือเคลื่อนท่ีผานกาแล็กซีรูปทรงรี  โดยเควซาร 

กาแล็กซีรูปทรงรีและโลกคอนขางอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน ทําใหผูสังเกตบนโลกเห็นสัญญาณคลื่นวิทยุเปนรูปวงแหวนท่ีมีความ

สมมาตรสูง โดยระยะทางเชิงมุมนั้นวัดในหนวยพิลิปดา (”) กําหนดใหระยะทางระหวางโลกกับเควซารมีคาเทากับ 3300 Mpc 

และระยะทางหวางโลกถึงกาแล็กซีรูปทรงรีมีคาเทากับ 940 Mpc เม่ือ pc เปนหนวยวัดระยะทางทางดาราศาสตร โดย 
1 pc = 3.086 × 1013 km  

กําหนดให 𝐺𝐺 = 6.67 × 10−11 Nm
2

kg2
 และ 𝑐𝑐 = 3.00 × 108 m

s
 

3.7  จงใชขอมูลจากรูป 3.4 (ข) ประมาณมวลของกาแล็กซีรูปทรงรี [2.2 คะแนน] 

แนะนํา: 1 องศาเทากับ 60 ลิปดาและ 1 ลิปดาเทากับ 60 พิลิปดา 

************************* จบขอ 3 ************************* 
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